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1 引引引言言言－－－－－－传传传奇奇奇天天天才才才伽伽伽罗罗罗华华华

伽罗华
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伽罗华生平

埃瓦里斯特·伽罗华(Évariste Galois, 1811-1832)，法国数学家，与尼尔斯·阿贝

尔(Niels Henrik Abel)并称为现代群论的创始人。

从下面摘自维基百科的段落可以看出其传奇般的生平:

(http://zh-classical.wikipedia.org/wiki/%E4%BC%BD%E7%BE%85%E8%8F%AF)

埃瓦里斯特·伽罗华，1811年10月25日生于法兰西波格拉莱(Bourg La

Reine)。

十六岁那年，伽罗华报考巴黎理工大学，落榜而归。
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十八岁时，他证明了高次方程没有根式解，并将论文送交法国科学院，但

审阅人柯西把论文弄丢了。不久其父亲因为在选举中被人恶意中伤而自尽。当

年伽罗华再次报考巴黎理工大学，仍然落榜，于是就读于巴黎高等师范学院。

第二年，伽罗华将高次方程没有根式解的论文送给傅利叶审阅。可惜傅利

叶病逝，论文再次丢失。

不久，七月革爆发，伽氏因政见不同而撰文抨击校长，被校长勒令退学。

七月革命期间伽罗华因支持共和而两次被囚禁，且曾自杀未遂。

1832年3月，伽罗华爱上了一位医生的女儿，并因此和一军官进行决斗，不

幸身亡，时年21岁。
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其朋友齐瓦利尔(Chevalier)遵照遗嘱将伽罗华的数学论文寄给高

斯(Gauss)、雅各比(Jacobi)审阅，皆石沉大海。十多年后，论文流传到了刘维

尔(Liouville)手中，刘氏将论文刊登于《纯粹与应用数学杂志》上，伽罗华理论

才从此闻名于世。

伽罗华虽然英年早逝，但其所开创的方法，独特而深邃，奠定了现代群论

乃至代数学的基础。
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那么，究竟是什么使得一个年仅十八岁的少年所开创的方法奠定了现代群论的基

础呢？

伽罗瓦理论的关键在于引入群群群的概念，并由此来讨论方方方程程程的的的可可可解解解性性性的相

关问题。

今天我们便来简单地看一下方程的解与群(对称)之间的关系。
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2 数数数的的的发发发展展展

2.1 集集集合合合

集合就是一组元素的全全全体体体，比如

{在Mainz居住的华人}

{地球上身高高于 2 米的人}。
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集合和其中的元素的从属关系用属属属于于于来表示，比如

姚明 ∈ {地球上身高高于 2 米的人}。

特别地，什么元素都没有的集合称为空空空集集集( ∅ )，比如

{地球上身高高于3米的人} = ∅。

10



我们可以对集合进行运算: 交交交、、、并并并、、、差差差、、、对对对称称称差差差。
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我们也可以考虑集合的大大大小小小。正是对集合大小的讨论导致了现代集合论的产

生。

1873，在康托(Cantor)和戴德金(Dedekind)(高斯(Gauss)的学生)关于有理数集合

大小的通信讨论中诞生了现代集合论。

对有限集合可以用其中元素的个数来表示该集合的大小，这个个数就是通常所用

到的自然数。
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2.2 自自自然然然数数数 N －－－－－－可可可以以以进进进行行行运运运算算算的的的集集集合合合

N := { | ,

��

| | ,

��

| | | ,

��

| | | | ,

��

· · · }

= { 1, 2, 3, 4, · · · }

自自自然然然数数数的发现是从计数开始的，距今已经有两万年的历史。然而 0 的发现则

是很久以后的事了。在罗马数字里面就没有专门的 0 这个符号。
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在中学的时候我们就学过了:

加加加法法法 : m+ n

结合律 : (l +m) + n = l + (m+ n), (3 + 5) + 2 = 10 = 3 + (5 + 2) (1)

零 : 0 +m = m, 0 + 3 = 3 (2)

交换律 : m+ n = n+m, 3 + 5 = 8 = 5 + 3 (3)
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乘乘乘法法法 : m • n

结合律 : (l •m) • n = l • (m • n), (3 • 5) • 2 = 30 = 3 • (5 • 2) (4)

壹 : l • 1 = l, 3 • 1 = 3 (5)

交换律 : m • n = n •m, 3 • 5 = 15 = 5 • 3 (6)

分配律 : l • (m+ n) = l •m+ l • n, 3 • 5 = 3 • (1 + 1 + 1 + 1 + 1) (7)

= 3 • 1 + 3 • 1 + 3 • 1 + 3 • 1 + 3 • 1 (8)

= 3 + 3 + 3 + 3 + 3 (9)

其中分配律说明了加法( + )和乘法( • )之间是相相相容容容的的的。
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在自然数里我们可以自由地做加法和乘法，但是减减减法法法却不一定行得通，比如

说：

3− 5。

为了求解方程

x+ 5 = 3

我们需要知道

x = 3− 5 =?

我们把类似于 −2 (= 3− 5) 的所有负负负数数数添加进来，这样我们就得到了整数:

Z = {· · · ,−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, · · · }。
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Z 和 3 种运算 {+,−, •} 一起构成了一个环环环。
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类似地，为了解方程

7x = 2 ,

我们必需引入有有有理理理数数数 2
7 。通过引入所有类似的有理数，我们得到:

Q =

{
· · · ,−2

3
,−1

2
,−1

3
,−2

7
, 0,

1

7
,
2

7
,
1

2
,
2

3
, 1, · · ·

}
。

Q 和满足结合律、交换律、分配律的 4 种运算 {+,−, •, /} 一起构成了一个有有有

理理理数数数域域域。
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而且我们有如下关系：

N ⊂ Z ⊂ Q

环

OO

域

OO

在 N 上：加法、乘法； (10)

在 Z 上：加法、减法、乘法； (11)

在 Q 上：加法、减法、乘法、除法。 (12)
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2.3 无无无理理理数数数的的的发发发现现现－－－－－－有有有理理理数数数域域域的的的扩扩扩张张张

从勾股定理我们知道，在边长为 1 的正方形中，其对角线长度满足方程：

x2 = 2 ,
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即对角线的长度是方程

x2 = 2

的解，我们记作
√

2 。
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但
√

2 并不不不是是是有有有理理理数数数，即是说，我们不能在 Q 中找到一个数使其满足方程

x2 = 2。

所以为了求解这样一个方程，我们必须扩展我们的数域。

我们将

x2 = 2

的解，即
√

2 看成是一个全新的数(符号)添加到有理数集 Q 中，并在这上面给出加

法和乘法，从而我们得到数域

Q(
√

2) =
{
m+ n

√
2|m,n ∈ Q

}
。
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比如说，

0 + 1 •
√

2 =
√

2

0 + 0 •
√

2 = 0

1 + 0 •
√

2 = 1

0 + (−1) •
√

2 = −
√

2

都是 Q(
√

2) 中的数。

1

3
+

12

7

√
2

也是典型的 Q(
√

2) 中数。
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在数域 Q(
√

2) 上我们同样地可以做 4 种种种运运运算算算 (+,−, •, /) 。在这里，除

了 (
√

2)2 = 2 之外我们不需要知道更多关于
√

2 的信息:

(a+ b
√

2) + (c+ d
√

2) = (a+ c) + (b+ d)
√

2

(a+ b
√

2) • (c+ d
√

2) = (ac+ 2bd) + (ad+ bc)
√

2

a+ b
√

2

c+ d
√

2
=

(c− d
√

2)(a+ b
√

2)

(c− d
√

2)(c+ d
√

2)

=
(ac− 2bd) + (bc− ad)

√
2

c2 − d2(
√

2)2

=
ac− 2bd

c2 − 2d2
+
bc− ad
c2 − 2d2

√
2
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(1 + 2
√

2) + (3 + 5
√

2) = (1 + 3) + (2 + 5)
√

2 = 4 + 7
√

2

(1 + 2
√

2) • (3 + 5
√

2) = 23 + 11
√

2

1 + 2
√

2

3 + 5
√

2
=

17

41
− 1

41

√
2。
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扩展之后的数域 Q(
√

2) 被称作“有理数域 Q 通过添添添加加加多项式方程 x2 = 2 的解解解

得到的一个扩扩扩域域域”。

√
2 是有理数域 Q 之外的数。由于它是代数方程(即多项式方程)的根，我们称之

为代代代数数数数数数。

有理系数多项式方程的解被称作代数数。比如如下方程的解：

x2 − 2 = 0

x3 + 7x2 + 5x+ 1 = 0

x2 + 1 = 0。
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2.4 Q(
√

2) ⊂ R

那么
√

2 到底是什么，有多大?
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打开计算器我们就知道

√
2 = 1.4142135623730950488016887242096980785696718753769480731767 · · ·

e = 2.7182818284590452353602874713526624977572470936999595749670 · · ·

π = 3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749 · · ·

这些都被称之为实实实数数数。
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中学里我们便知道，实数可以画在整个数数数轴轴轴上：

，其中 x 具有如下十进制展开的形式：

x = an10n + an−110n−1 + · · ·+ a0100︸ ︷︷ ︸
整数部分

+
a−1
101

+
a−2
102

+ · · ·+
a−(m−1)

10(m−1)
+
a−m
10m

+ · · ·︸ ︷︷ ︸
小数部分

, 0 ≤ ai ≤ 9

比如：
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2

7
= 0.285714285714285714285714285714285714285714285714285714 · · ·

= 0 • 100 +

( 2
101 + 8

102 + 5
103 + 7

104 + 1
105 + 4

106 ) +

( 2
107 + 8

108 + 5
109 + 7

1010 + 1
1011 + 4

1012 ) +

( 2
1013 + 8

1014 + 5
1015 + 7

1016 + 1
1017 + 4

1018 ) +

( 2
1019 + 8

1020 + 5
1021 + 7

1022 + 1
1023 + 4

1024 ) +

( 2
1025 + 8

1026 + 5
1027 + 7

1028 + 1
1029 + 4

1030 ) +

( 2
1049 + 8

1050 + 5
1051 + 7

1052 + 1
1053 + 4

1054 ) + · · ·

31



√
2 = 1.4142135623730950488016887242096980785696718753769480731767 · · ·

= 1•100+ 4
101 + 1

102 + 4
103 + 2

104 + 1
105 + 3

106 + 5
107 + 6

108 + 2
109 + 3

1010 + 7
1011 +

3
1012 + 0

1013 + 9
1014 + 5

1015 + 0
1016 + 4

1017 + 8
1018 + 8

1019 + 0
1020 + 1

1021 + 6
1022 + 8

1023 +

8
1024 + 7

1025 + 2
1026 + 4

1027 + 2
1028 + 0

1029 + 9
1030 + 6

1031 + 9
1032 + 8

1033 + 0
1034 + 7

1035 +

8
1036 + 5

1037 + 6
1038 + 9

1039 + 6
1040 + 7

1041 + 1
1042 + 8

1043 + 7
1044 + 5

1045 + 3
1046 + 7

1047 +

6
1048 + 9

1049 + 4
1050 + 8

1051 + 0
1052 + 7

1053 + 3
1054 + 1

1055 + 7
1056 + 6

1057 + 7
1058 +· · ·
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e = 2.7182818284590452353602874713526624977572470936999595749670 · · ·

= 2•100+ 7
101 + 1

102 + 8
103 + 2

104 + 8
105 + 1

106 + 8
107 + 2

108 + 8
109 + 4

1010 + 5
1011 +

9
1012 + 0

1013 + 4
1014 + 5

1015 + 2
1016 + 3

1017 + 5
1018 + 3

1019 + 6
1020 + 0

1021 + 2
1022 + 8

1023 +

7
1024 + 4

1025 + 7
1026 + 1

1027 + 3
1028 + 5

1029 + 2
1030 + 6

1031 + 6
1032 + 2

1033 + 4
1034 + 9

1035 +

7
1036 + 7

1037 + 5
1038 + 7

1039 + 2
1040 + 4

1041 + 7
1042 + 0

1043 + 9
1044 + 3

1045 + 6
1046 + 9

1047 +

9
1048 + 9

1049 + 5
1050 + 9

1051 + 5
1052 + 7

1053 + 4
1054 + 9

1055 + 6
1056 + 7

1057 + 0
1058 +· · ·
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π = 3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749 · · ·

= 3•100+ 1
101 + 4

102 + 1
103 + 5

104 + 9
105 + 2

106 + 6
107 + 5

108 + 3
109 + 5

1010 + 8
1011 +

9
1012 + 7

1013 + 9
1014 + 3

1015 + 2
1016 + 3

1017 + 8
1018 + 4

1019 + 6
1020 + 2

1021 + 6
1022 + 4

1023 +

3
1024 + 3

1025 + 8
1026 + 3

1027 + 2
1028 + 7

1029 + 9
1030 + 5

1031 + 0
1032 + 2

1033 + 8
1034 + 8

1035 +

4
1036 + 1

1037 + 9
1038 + 7

1039 + 1
1040 + 6

1041 + 9
1042 + 3

1043 + 9
1044 + 9

1045 + 3
1046 + 7

1047 +

5
1048 + 1

1049 + 0
1050 + 5

1051 + 8
1052 + 2

1053 + 0
1054 + 9

1055 + 7
1056 + 4

1057 + 9
1058+···
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我们也可以通过一个无穷次的四则运算序列将 e 和 π 定义出来:

e = 1 +
1

1
+

1

1 • 2
+

1

1 • 2 • 3
+

1

1 • 2 • 3 • 4
+ · · ·+ 1

1 • 2 • 3 • · · · • n
+ · · ·

π = 2(
4 • 12

4 • 12 − 1
• 4 • 22

4 • 22 − 1
• 4 • 32

4 • 32 − 1
• · · · • 4 • n2

4 • n2 − 1
• · · · )
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那么 1,
√

2, e, π 这些实数之间有没有区别呢？

1 是自自自然然然数数数、有有有理理理数数数；

√
2, e, π 都不是有理数。

√
2 是代代代数数数数数数(有理系数的多项式方程的解)；

但 e, π 则不是(这个结论本身是个深刻的定理)。
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绝大多数实数都不是代数数。但要显式地找出他们却不是一件容易的事。

另一方面，并不是所有的代数数都是实数。比如说方程

x2 + 1 = 0

的解就不是实数。
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因为我们在学校学过，一个实数的平方不可能是负数。比如

1 • 1 = 1 ≥ 0

(−1) • (−1) = 1 ≥ 0。

因此假设 i 是方程

x2 + 1 = 0

的解，那么

i2 + 1 = 0 ,

即

i2 = −1 ,
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这就说明 i 不可能是实数。
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如果我们将所有的代数数，比如,

√
2,
√
−1,

√
3,

3
√

2, · · ·

加入到有理数集 Q 中，我们便得到了所谓的代代代数数数闭闭闭域域域

Q = Q(
√

2,
√
−1,
√

3,
3
√

2, · · · ) ⊃ Q。

这意味着，所有的以 Q 中的数为系数的多项式方程都可以在 Q 中求解。
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如果将 (
√
−1) 加入实数域 R ，我们就得到了复复复数数数域域域：

C = {a+ b • (
√
−1)|a, b ∈ R}
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比如

1 + 0 • (
√
−1) (= 1),

√
2 + π • (

√
−1) ∈ C

加法 : (a+ b(
√
−1)) + (c+ d(

√
−1)) = (a+ c) + (b+ d)(

√
−1)

乘法 : (a+ b(
√
−1)) • (c+ d(

√
−1)) = (ac− bd) + (ad+ bc)(

√
−1)

除法 :
a+ b(

√
−1)

c+ d(
√
−1)

=
(c− d(

√
−1))(a+ b(

√
−1))

(c− d(
√
−1))(c+ d(

√
−1))

(13)

=
(ac+ bd) + (bc− ad)(

√
−1)

c2 − d2((
√
−1))2

(14)

=
ac+ bd

c2 + d2
+
bc− ad
c2 + d2

(
√
−1)。 (15)
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定定定理理理 :(高斯) 每个次数不低于 1 的复系数( ∈ C )多项式方程都有一个复数

解( ∈ C )。
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高斯
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高斯生平：

约翰·卡尔·弗里德里希·高斯(Johann Karl Friedrich Gauß)(1777–1855)，

生于布伦瑞克(Braunschweig)，卒于哥廷根(Göttingen)，

德国著名数学家、物理学家、天文学家、几何学家，大地测量学家。

高斯在数学各个方面都有很多贡献。比如数论、统计、分析、微分几何等。

高斯因此被认为是最重要的数学家，并享有“数学王子”的美誉。

著名典故： 1 + 2 + 3 + · · ·+ 99 + 100 的计算。

他有很多学生都成为了著名的数学家，如后来闻名于世的戴德金和黎曼。
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2.5 多多多项项项式式式方方方程程程的的的解解解

线线线性性性方方方程程程

在中学里我们学过如何解线性方程

ax+ b = 0

我们知道其解是

x = − b
a
。
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2 次次次方方方程程程

2 次方程

x2 + px+ q = 0

则有两个解

x1,2 =
−p±

√
p2 − 4q

2
。
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3 次次次方方方程程程

但是如何解 3 次方程?

我们先考虑最简单的 3 次方程

x3 = 1。

这个方程的解是

3
√

1 = {1, ξ, ξ2}。

这三个解就是 1 开三次方的值。

它们均匀地分布在单位圆周上，因此也称作 3 次单位根。
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下面我们再来看一个普通的 3 次方程：

y3 + ay2 + by + c = 0

这个方程可以转化为一个特殊类型的3次方程

x3 = px+ q ,

p = −b+
a2

3
, q =

1

3
ab− c− 2

27
a3。

这个方程也有 3 个解
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x1 =
3

√
q

2
+

√
(
q

2
)2 − (

p

3
)3 +

p

3 3

√
q
2 +

√
(q2)2 − (p3)3

x2 = (
3
√

1)
3

√
q

2
+

√
(
q

2
)2 − (

p

3
)3 +

p

3( 3
√

1) 3

√
q
2 +

√
(q2)2 − (p3)3

x3 = (
3
√

1)2
3

√
q

2
+

√
(
q

2
)2 − (

p

3
)3 +

p

3( 3
√

1)2 3

√
q
2 +

√
(q2)2 − (p3)3

。

这说明，对于任意 3 次方程，我们都可以通过开根号来进行求解。
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4 次次次方方方程程程

在进行更复杂些的计算之后我们可以求得 4 次多项式方程的类似的求解公式(也

称求根公式)。
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根据以上讨论，我们已经知道，所有 4 次及 4 次以下的方程我们都可以将其解

用仅含有加、减、乘、除和开方的公式来表示。这些解都被称作 根根根式式式解解解。
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高高高次次次方方方程程程

那么对于次次次数数数更更更高高高的多项式方程我们是否也有根式解呢？

定定定理理理 :(伽罗华、阿贝尔) “大多数” 5 次和 5 次以上的多项式方程没有根式解。

比如，方程

x5 − 4x+ 2 = 0

就没有根式解(见下文)。
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3 群群群与与与对对对称称称

3.1 群群群－－－－－－可可可以以以做做做乘乘乘除除除运运运算算算的的的集集集合合合

2 元元元集集集合合合的的的对对对称称称群群群

考虑集合

{1, 2}。

中元素的置换。
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a, b 都是集合 {1, 2} 的置换，其中 a 是恒同变换，即什么都不变；

c, d 则不是集合 {1, 2} 的置换。

特别地， {a, b} 是 {1, 2} 上全体置换的集合。
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群群群上上上的的的运运运算算算－－－－－－乘乘乘法法法

a•a=?

a • a = a
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a • b =?

a • b = b
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b • a =?

b • a = b
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b • b =?

b • b = a
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集合 {1, 2} 的(所有)置换 {a, b} 构成了一个二元 群

S2 := ({a, b} , •) ,

其乘法表为

a b

a a b

b b a

。
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我们可以发现，任何 S2 中的元素和 a 相乘总是等于该元素自身。因此 a 被称

做 S2 中的单单单位位位元元元，它和有理数 Q 中的 1 作用相似，因此也称作幺幺幺(1)元元元。

单位元常被记作 e 。

因为 a • a = e ，所以 a = e
a = a−1 (我们称为 a 的逆元) 。

S2 中元素的乘积都可以交换，比如

a • b = b = b • a。

因此 S2 被称作是一个交交交换换换群群群(也称阿阿阿贝贝贝尔尔尔群群群)。
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阿贝尔
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阿贝尔生平

尼 尔 斯 • 亨 利 克 • 阿 贝 尔 （Niels Henrik Abel，1802年8月5日

－1829年4月6日），挪威数学家。

阿贝尔以证明五次方程没有根式解和对椭圆函数论的研究而闻名。

阿贝尔1825年得到政府资助，游学柏林和巴黎。但一直不得志，无法获得

教席以专心从事研究，最后因肺结核在挪威的弗鲁兰逝世，时年27岁。

阿贝尔和同样英年早逝的伽罗华一同被奉为群论的先驱。

以他名字命名的阿贝尔奖是数学界中和诺贝尔奖齐名的三大奖项之一。
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3 元元元集集集的的的对对对称称称群群群
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乘法表

e a b α β γ

e e a b α β γ

a a b e γ α β

b b e a β γ α

α α β γ e a b

β β γ α b e a

γ γ α β a b e

。

66



S3 里的每个元素都有逆元，比如：

a • b = e = b • a ,

所以

a−1 = b, b−1 = a

S3 不是阿贝尔群。比如

α • β = a 6= b = β • α。

但他是一个可可可解解解群群群，即是说它是由一系列阿贝尔群合成的。(参见3.2)
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3.2 对对对称称称－－－－－－旋旋旋转转转与与与反反反射射射

正正正 n-边边边形形形的的的对对对称称称群群群
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正 2 边形
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正 3 边形(正三角形)
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正三角形的对称群由旋转

{ } = Z3 (3 阶循环群)

和反射

{ } = Z2 (2 阶循环群)
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合成，

S( ) = Z3 n Z2

,

并且恰好就是 3元集的对称群 S3 ，共有 3•2 = 6个元素。因此 S3 是由 Z3 和 Z2 合
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成的。
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正4边形(正方形)
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正方形的对称群同样是由旋转

{ } = Z4

和对称

{ } = Z2

合成，

S( ) = Z4 n Z2 " S8。
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S( ) 共有 4 • 2 = 8 个元素。

S( ) " S8 ,

比如

S8 3 6∈ S( )。
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正 5 边形
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3.3 5 种种种正正正多多多面面面体体体
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名称 元素、特性 顶点数 边数 面数

正4面体 火、热 4个顶点 6条边 4个面(正三角形)

正6面体 土、致密 8个顶点 12条边 6个面(正方形)

正8面体 气、飘渺 6个顶点 12条边 8个面(正三角形)

正12面体 宇宙、超俗的 20个顶点 30条边 12个面(正5边形)

正20面体 水、流动的 12个顶点 30条边 20个面(正三角形)
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正4面体
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关于平面 M12 (经过 P1, P2 两个顶点垂直于对边的平面)的反射对称:

{ } = Z2
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关于轴 k1 (经过顶点 P1 垂直于底面的直线，经过底面中心 P234 )的旋转对称:

{ } = Z3

类似地
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关于轴 k2 (经过顶点 P2 垂直于底面的直线)的旋转对称 = Z3
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关于轴 k3 (经过顶点 P3 垂直于底面的直线)的旋转对称 = Z3
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关于轴 k4 (经过顶点 P4 垂直于底面的直线)的旋转对称 = Z3

正 4 面体的对称群S( )便是由这样的反射 Z2 和 4 种旋转 Z3 生成的。

S( ) ⊂ S4

事实上S( )= S4 , 因而是可解的.
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正 6 面体
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正 8 面体
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正 12 面体
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正 20 面体
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正正正 X 面面面体体体?

No! 没有更多的正多面体了。
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由于时间关系，这里只是简单提一下以下结论：

正 12 面体和正 20 面体的对称群(抽象地来说)是一样的。它们是 S5 的一个子

群 A5 ⊂ S5 .

注意: S2, S3, S4 都可以由 Z2,Z3,Z4,Z5, · · · 等循环群合成，但 A5 和 S5 不能。
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3.4 域域域的的的扩扩扩张张张的的的对对对称称称－－－－－－伽伽伽罗罗罗华华华群群群

域的扩张 Q(
√

2) = {a+ b
√

2|a, b ∈ Q} ⊃ Q 的对称看起来如下图:

。
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这个对称由方程 x2 − 2 = 0 的两个解 ±
√

2 的置换决定。

{ } = Z2。

这个二元置换群就是扩张 Q(
√

2) ⊃ Q 的对称群，也称作扩张 Q(
√

2) ⊃ Q 的

伽伽伽罗罗罗华华华群群群，，，

记作 Gal(Q(
√

2) ⊃ Q) 。

它在 Q(
√

2) 上的置换保持 Q 不动，并且和四则运算 (+,−, •, /) 相容，即先做四

则运算再做置换与先做置换再做四则运算得到的结果是一样的。
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通过添加方程

x3 − 1 = 0

的所有解

3
√

1 = {1, ξ, ξ2} ,

我们可以得到域的扩张

Q(ξ) ⊃ Q。
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Gal(Q(ξ) ⊃ Q) 对这三个解 (1, ξ, (ξ)2) 进行置换。 1 ∈ Q ，所以应该被固定住。
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因此我们有

Gal(Q(ξ) ⊃ Q) = { } = Z2。
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下面考虑方程

x3 − 2 = 0。

通过求根公式可知，该方程有三个根式解

{ 3
√

2, ξ
3
√

2, (ξ)2
3
√

2}。

(
3
√

2)3 = 2

(ξ
3
√

2)3 = (ξ)3(
3
√

2)3 = 1 • 2 = 2

((ξ)2
3
√

2)3 = (ξ3)2(
3
√

2)3 = 12 • 2 = 2
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将这些解添加到 Q 我们得到了域的扩张 K ⊃ Q 。在这里， Gal(K ⊃

Q) 对 { 3
√

2, ξ 3
√

2, (ξ)2 3
√

2} 进行置换。由于这些解都不再 Q 中，所以没有特别的限

制，因此：

Gal(K ⊃ Q) = S3 = Sym( )。

我们可以看一下 Gal(K ⊃ Q) 在这些根上的作用。这些作用和正三角形的对称变

换对应：
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e
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(23)
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(13)

101



(12)
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(132)
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(123)
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前面的例子暗示我们那些通过添加多项式方程根根根式式式解解解得到的域的扩张的伽罗

华群应该是可可可解解解的的的，也就是说它们都是由循环群 Z2,Z3, · · · 等合成的。

Z2 Z3
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定定定理理理 : 通过添加方程 xn − a = 0, a ∈ Q 的根式解 n
√
a 得到的域的扩张的伽罗华

群 Gal(Q( n
√
a) ⊃ Q) 总是可解群。
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我们在前面已经看到过一个典型的例子：

x3 = px+ q

其解为

x1 =
3

√
q

2
+

√
(
q

2
)2 − (

p

3
)3 +

p

3 3

√
q
2 +

√
(q2)2 − (p3)3

x2 = ξ
3

√
q

2
+

√
(
q

2
)2 − (

p

3
)3 +

p

3ξ 3

√
q
2 +

√
(q2)2 − (p3)3

x3 = ξ2
3

√
q

2
+

√
(
q

2
)2 − (

p

3
)3 +

p

3ξ2 3

√
q
2 +

√
(q2)2 − (p3)3

。
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这里涉及到了五种运算 (+,−, •, /, 3
√

, 2
√

) 。然而只有 ( 3
√

, 2
√

) 被

Gal(Q(x1, x2, x3) ⊃ Q) ⊂ S3

所识别。

我们可以这样来理解:
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3
√
a! S3 ⊂ Gal(Q(x1, x2, x3) ⊃ Q)
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√
b! Z2 ⊂ Gal(Q(x1, x2, x3) ⊃ Q)

110



在这里， Gal(Q(x1, x2, x3) ⊃ Q) 并没有看到四则运算。
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我们可以认为，如果一个 n次多项式能通过运算 (+,−, •, /, n
√

, n−1
√

, · · · , 2
√

)得

到根，那么

n
√

!可解群n ⊂ Gal(Q(所有解) ⊃ Q)

n−1
√

!可解群n−1 ⊂ Gal(Q(所有解) ⊃ Q)

· · · · · · · · · · · ·

因此 Gal(Q(所有解) ⊃ Q) 是由那些 { n
√

, n−1
√

, · · · } 所对应的可解群 ( 可解群n ,

可解群n−1 , · · · , 可解群1 ) 所合成。这从而说明 Gal(Q(所有解) ⊃ Q) 依然是可解

群。
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因此我们得到了如下对应

一个有根式解的多项式 f ↔ Gal(Q(f 的所有解) ⊃ Q) 是可解群 ,

这里 Q(f 的所有解) ⊃ Q 是通过添加 f 的解得到的域的扩张。

注释：可解群是除单位群之外最简单的群，而可解群与根式运算对应，因此，在

这个意义下我们可以认为根式解是继四则运算解之后最简单的解的形式。
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人们会问，如果我们不知道 f 的显式解，我们能否确定 Gal(Q(f 的所有解) ⊃

Q) ?

答案是肯定的。即是说，在稍微弱一些的条件下，不需要通过 f 的显式解我们

也能确定 Gal(Q(f 的所有解) ⊃ Q) .
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定定定理理理 : 设

f = a0x
5 + a1x

4 + a2x
3 + a3x

2 + a4x
1 + a5 ,

a0, a1, a2, a3, a4, a5 ∈ Q ,

且 f 不可约，即 f 不能写成 g • h, g, h ∈ Q[x] 的形式。若 f 有 3 个实数解，那

么 Gal(Q(f 的所有解) ⊃ Q) = S5 ，从而是不可解群。
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比如，我们取

g = x5 − 4x (16)

= x(x4 − 4) (17)

= x(x2 − 2)(x2 + 2) (18)

= x(x−
√

2)(x+
√

2)(x2 + 2)。 (19)

所以 g 有 3 个实数解 0,
√

2,−
√

2 ∈ R 。

不过 g 是可约的。所以我们对 g 稍做修改，即取

f = g + 2 = x5 − 4x+ 2

116



g = x5 − 4x f = g + 2 = x5 − 4x+ 2
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我们可以证明 f = x5 − 4x + 2 是不可约的。同时由上图可以看出， f 仍然

有 3 个实数解。因此 Gal(Q(f 的所有解) ⊃ Q) = S5 ，是不可解群。

对应地，作为结论，我们知道

多多多项项项式式式方方方程程程 f = x5 − 4x + 2 = 0 没没没有有有根根根式式式解解解。。。
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